












Determinar todos los posibles valores enteros no negativos que puede tomar la expresión
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0k  ó  4k  respectivamente.
El caso 0n  lleva a que  2mk   y  por tanto .0km
Consideremos ahora las soluciones ),( nm  tales que .0 nm  Como la relación dada es 
equivalente a  ,0)1( 22  knmnkm  observamos que si ),( nm  es una  solución y

,0)1(  mnkn  entonces ))1(,( mnkn   es también una solución. La desigualdad
0)1(  mnk  es cierta en todos los casos porque se convierte sucesivamente  en una desigualdad 

obvia: 

,
n

nm
k


   ,

1

22

n

nm

mn

nmnm 





   .3 nmn 

Del mismo modo la desigualdad mnkn  )1(  es sucesivamente equivalente a:
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Si ,13 2  nn  esto es si ,4n  la desigualdad anterior es cierta y por tanto para cada solución
),( nm  con  4 nm   encontramos una solución ),( pn con .0 pn  De este modo,  cada 

solución es tal que .3n
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Para ,3n  obtenemos  ,
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Entonces los posibles valores k  enteros no negativos de la expresión del enunciado son 4,0  y .7



Problema 1

Sea  P x  un polinomio con coeficientes enteros, demostrar que si existe un entero k tal que ninguno 

de los enteros      1 , 2 , ,P P P k  es divisible por k, entonces  P x  no tiene raíces enteras.

Solución.
Por reducción al absurdo. Si n fuese una raíz, por una parte tenemos 

     P x x n Q x 

y por otra siempre existen enteros q y r tales que n kq r  ,  con 1 r k   (basta hacer la división 
entera y en el caso de ser resto cero se rebaja el cociente en una unidad), entonces

       P r r n Q r kqQ r  

en contra de lo supuesto en el enunciado.

Problema 5
Probar que el producto de cuatro naturales consecutivos no puede ser ni cuadrado ni cubo perfecto.

Solución. Si el producto      1 1 2N n n n n     fuese un cuadrado, basta ponerlo en la forma

           
22 2 21 1 2 2 1 1N n n n n n n n n n n           

de donde se sigue una contradicción (no hay dos cuadrados consecutivos).

Si N fuese cubo perfecto, podemos suponer que 2n  (si n = 2 , N = 24).
Distinguimos ahora dos casos:
a) n impar, entonces n es primo con los otros tres factores y si N es cubo perfecto, también lo es 

      3 21 1 2 2 2M n n n n n n       

pero si  
33 3 22 2 2 1n n n n n n         y ya tenemos la contradicción pues entre dos cubos 

consecutivos no puede haber otro cubo.
b) si n es par, 1n   es impar y por tanto 1n   es primo con el producto 

    3 21 2 2M n n n n n n     

que también debe ser cubo perfecto. 

Finalmente, como  
33 3 22 2 1x x x x x x        se sigue la contradicción.



Problema 1
Sean a y b enteros. Demostrar que la ecuación 

     3 1 0x a x b x    

admite a lo sumo una solución entera.
Solución.

Sea el entero p una raíz, entonces:      3 1x a x b x     se anula para x = p, es decir

     3 1p a p b p   

Distingamos varios casos

1.-  3 1 4p p   

entonces para los otros factores tenemos dos posibilidades:
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      


      
sustituyendo queda la ecuación 

   
2 3 23 5 1 11 39 44 0x x x x x       

y una vez separada la raíz 4 resulta la ecuación 2 7 11 0x x    que no tiene raíces enteras.
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1 1 3

1 1 5
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p b b p

      


      
idéntico al anterior.

2.-  3 1 2p p   

entonces para los otros factores tenemos dos posibilidades:
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1 1 1

1 1 1

p a a p

p b b p

      
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      
 sustituyendo queda la ecuación 

   
2 3 21 3 1 5 7 2 0x x x x x       

y después de separar la raíz 2 resulta 2 3 1 0x x    que no tiene raíces enteras.
Finalmente,
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1 1 3

1 1 3

p a a p

p b b p

      
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      
 sustituyendo queda la ecuación

 
3 3 23 1 9 27 26 0x x x x      

y después de separar la raíz 2 resulta 2 7 13 0x x    que no tiene raíces.
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